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A criterion for the te rminat ion  of the process of ref inement  of an atomic s tructure is given. 
I t  is assumed tha t  for any  s tructure in a definite s tate  there exists a set of ideal values of struc- 

ture factors, i.e. wi thout  errors, which are not,  of course, accesible to measurement .  Both  the 
calculated and observed sets of s t ructure factors should be two equal ly good approximat ions  to 
the ideal set. This condition provides a criterion for the te rminat ion  of the process of refinement.  
In  fact  it is simpler to compare the discrepancy between the calculated and the ideal set wi th  the 
exper imental  error. The first one can be expressed in a simple way  in terms of the linear correlation 
factor r. 

Independen t ly  of the main  argument  it is shown tha t  the  accidental  errors are un impor t an t  
provided t ha t  the number  of da ta  collected is high. In  this  case the l imit  to the process of refine- 
ment  is given by the systemat ic  errors, for whose es t imat ion a method is proposed. 

An outcome of our reasoning is an argument  favouring the adopt ion of the l inear correlation fac- 
tor r for the evaluat ion of a crystal  structure,  since it  is s imply related to the error in the structure.  

In troduc t ion  

Au cours du  processus de l ' a f f i nemen t  d ' une  s t r u c t u r e  
a t o m i q u e  cr is ta l l ine,  on cherche £ ob ten i r  des fac teurs  
de s t ruc tu re  calcul6s aussi  voisins que possible des 
fac teurs  de s t r u c t u r e  observ6s. A no t re  conna i ssance  
aucun  cri tgre n ' a  6t6 donn~ pour  f ixer  la l imi t e  de 
l ' a f f inement .  Cet te  l imi te  do i t  ~tre donnde pa r  l ' e r reur  
sur  l ' observa t ion .  A u t r e m e n t  di t ,  il est  i l lusoire  de 
dd te rminer  une  s t ruc tu re  te l le  que l ' e r reur  sur  Fen- 
semble  des fac teurs  de s t r u c t u r e  calcul6s soit  plus  
p e t i t e  que l ' e r reur  s~r l ' ensemble  observe.  

E n  effet,  l ' obse rva t ion  peu t  ~tre en tachde  d ' e r r eu r s  
s y s t g m a t i q u e s  (absorpt ion,  ex t inc t ion ,  etc.) et d 'er- 
reurs  accidentel les  ou for tu i tes .  Les erreurs  sys t~ma-  
t iques  pour  une  m6me mesure  effectu~e p lus ieurs  lo is  
de su i te  et  dans  des condi t ions  d6finis  on t  tou jours  
l ieu dans  le m~me sens. P a r  cont re  les erreurs  fo r tu i tes  
se g r o u p e n t  dans  les deux  sens a u t o u r  de zero (Borel  
& Del the i l ,  1940). 

Nous  avons  essayd de d~ te rminer  la p a r t  respec t ive  
de ces deux  t ypes  d ' e r reurs  e t  l 'o rdre  de g r a n d e u r  de 
celles ci. I1 nous  a 6t~ poss ible  alors d 'd tab l i r  une  
re la t ion  ca rac te r i s t ique  de la va leur  de l ' a f f i n e m e n t  
effectu~e. Le crit~re d ' a r r~ t  est  donn~ pa r  la compara i son  
en t re  cet te  vMeur  et  l ' e r reur  expe r imen ta l e  consta tde .  

I . -  Soit  Fyo un  fac teur  de s t ruc tu re  observ6 e t  Fie Ia 
va leur  ealcul~e cor respondan te .  Nous  d~finissons u n  
fac teur  de s t ruc tu re  ideal  Fj~ don t  la va leur  n ' e s t  
en tach~e  d ' a u c u n e  erreur.  I i  est  bien e n t e n d u  que ce 
f ac t eu r  de s t ruc tu re  ideal  est  inaccesible.  

E x p r i m o n s  Ia va r i ance  r6siduelle ~r(Fio) de Fen- 
semble  des n va leurs  observ~es pa r  r a p p o r t  £ l ' en-  
semble  id6al des fac teurs  de s t r u c t u r e  (Morice & 
Char t ie r ,  1954). On a:  

1 
2 i ~r(Fo) -= ~ ~ t ( F j o - F j i )  2 . (1) 

De la m6me fagon, la va r iance  rgsiduelle de l ' ensemble  
calcul~ pa r  r a p p o r t  k la va leur  iddale ar(F~) sera :  

1 
~r~(F~) = ~ _ r j (F jc -F j~ )~  . (2) 

Ainsi  que la va r iance  r6siduelle de l ' ensemble  observ6 
pa r  r a p p o r t  £ l ' ensemble  de valeurs  calcul6es est-  

1 
2 c ar(Fo) = ~ Zt(F~o-Fjc)  2 . (3) 

Ceci 6 t an t  d~fini,  nous  pouvons  dcrire pour  un  fac teur  
de s t ruc tu re  de r ang  j que :  

F# = Rio+AFro, (4) 

Fj~ = F j 0 + z l F ~ ,  (5) 

AFIo et  AF}c ~tan t  les erreurs  absolues respect ives  de 
l ' obse rva t ion  et  du  calcul pa r  r a p p o r t  A la va leur  
idgale F~i du  fac teur  de s t ruc ture .  

Les re la t ions  (4) et  (5) nous  p e r m e t t e n t  d '~cr i re :  

Fjo-Fjc  = AF~c-AF~o. (6) 

Pou r  l ' ensemble  de t o u s l e s  fac teurs  de s t ruc tu re ,  
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et en appl iquant  le th6or6me de l 'addit ion des va- 
riances, il vient" 

2 2 i , 2 i = ~ ( F ~ )  (7) ~(F~o) 

Tout ce que vient d '&re  dit implique que l 'observa- 
tion et le calcul sont g la m6me 6chelle (absolue), 
c 'est g dire: 

zF~ = XFo ~ 
= XF~ % X(Fo.F~) % X(Fo.F~) % X(Fc.F~) .  

Nous admet tons  que la s t ruc ture  est termin6e 
lorsque les deux ensembles observ6 et calcul6 sont 
deux approximat ions  6galement bonnes par  rappor t  
l 'ensemble des valeurs id6ales des facteurs de structure.  
C'est £ dire que les deux 6carts considdr& sont du 
m6me ordre de grandeur.  Soit 

6r(Fio) = (Yr(F~), (8) 
ou bien 

2 o 
(7 r ( /~c )  = 2a;(F~). ( 9 )  

Designons par  e~- l 'erreur relative d 'un  facteur  de 
s t ructure  calcul6 F~.~. On a:  

F/~ - F~ = A F~ = e~. F/~. (10) 

On d6finit l 'erreur moyenne ponder6e ec du calcul par  

9 2 2 G = Zi(s]F/c)/XF]c. (11) 
I1 vient 

g~ = (~(F~)/n- ~ 2(F,]c) ~ . (12) 

t _ 

Mais pour un nombre suffisamment grand de 
termes de l'ensemble calcul6 nous pouvons faire 
l'approximation suivante : 

2 o e~ "~ a;(F~)/*F~, (13) 

*Fc &an t  la valeur  quadra t ique  moyenne de Fen- 
semble des facteurs de s t ructure  calcul6s. 

Supposons la s t ructure  termin6e, la relation (9) se 
t rouve alors v6rifi6e. Nous pouvons 6crire pour l 'erreur 
ult ime so" 

1 z,(F~) 
(14) 

8 U = - ~ .  , F c  " 

Corse valeur doi~ 6tre 6gale ~ l 'erreur moyenne g0 sur 
l 'observation.  

Bien entendu,  l 'expression (14) nous donne l 'erreur 
sur l 'ensemble calcul6 dans le dernier affinement,  mais 
elle ne sera pas valable pour les essais ant6rieures 
& a n t  donn6 que la relat ion (9) n 'es t  pas encore 
v6rifi6e. 

P a r  contre la relation (13) nous donne l 'erreur de 
l 'ensemble calcul6 dans chaque essais. 

C'est alors la valeur d6finie par  (13) qu'on doit 
comparer  avec l 'erreur experimentale eo. 

On peut  avoir les trois cas du Tableau 1. 

Tableau 1 

ec > So: S t r u c t u r e  n o n  t e r m i n 6 e  

Sc = So: S t r u c t u r e  t e r m i n 6 e  

ec < so:  S t r u c t u r e  a f f i n 6 e  a v e c  e x c 6 s  

I I .  - Nous allons montrer  main tenan t  que le crit6re que 
nous venons d 'etabl ir  peut  &re exprim6 d 'une fagon 
simple en fonction du coefficient de corr61ation lin6aire 
r de Brava i s -Pearson  exis tant  entre les ensembles de 
valeurs observ6es et calcul6es des facteurs de s tructure.  

Rappellons que : 

Z/(F]o. F ic) - nFo. F~ 
r = (15) 

2 --2 ½ 2 --o ' (-Fy;o-nFo) (2~F/c- nF;)½ 
avec 

et (16) 
- -  , 

n 

La relation (15) est vraie en grandeur  et en signe, 
et la valeur de r tends vers 1 quand l 'accord tend g 
devenir parfa i t  entre les deux ensembles, et ceci quelle 
que soit l'6chelle de l 'observation par  rappor t  au 
calcul. La  pente b de la droite de r6gression de l 'ob- 
servation par  rappor t  au calcul, c 'est g dire le co- 
efficient par  lequel il faut  multiplier l 'observation pour  
obtenir  des valeurs g la m~me 6chelle que l 'ensemble 
calculG est 

b = Xj(Fjo.F~c)-_n~'o.Fc (17) 
2 2 Z/Fjo-nFo 

La variance r6siduelle de l 'ensemble calculg par  
rappor t  g la valeur ajust6e du facteur  de s t ructure  sur 
la droite de r6gression seia:  

( is)  
1 - ~2  2 - 2  

~r(F~') = n ~  ( & G - ~ F c )  " 

Cette quanti t6 est cer tainement  une bonne ap- 
proximat ion de la variance de l 'ensemble calcul6 
la valeur id6ale des facteurs de s tructure,  et si nous la 
substi tuons dans la relation (12) on a :  

ou bien 

2 
~C --" 

1 - r 2 XiF]c-  nF~ 

n - 2  1 
n-z  x iG 

- - 9  o ( nEe 
G = ( 1 - r e  ) 1-~iF~c ] • (19) 

Remarquons  que Fc est nul si nous excluons de 
l 'ensemble le terme constant  F(000) = Z,  Zi; Zi & a n t  
le nombre a tomique de l 'a tome i contenu dans la 
maille. Nous devons consid6rer le cas part iculier  oh 
il y a un atome situ6 g l'origine. Dans ce cas il nous 
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suffira de choisir un autre  origine ext@rieure £ tout  
atome. D'ai l leurs cet a tome plac@ £ l 'origine peut  @tre 
exclu de la stat ist ique,  @tant donn@ que sur sa position 
il n ' y  a aucune erreur. 

La  relation (19) se r@duit £: 

2 1 - r  ~ (20) ~c ---- 

Cette expression de ec lui doit @tre substitu@e dans 
le Tableau 1. 

I I I . -  Mais, quelle est l 'erreur So que l 'on doit consi- 
derer sur l 'observation ? 

Cette erreur, nous l 'avons vu, est compos@e des 
erreurs fortui tes el et des erreurs syst@matiques ss 
faites au cours des mesures. 

Soit m l e  nombre minimum d ' informat ions  pour que 
le probl~me soit d@termin@. Compte tenu du nombre  
tota l  n d ' informat ions  dont  nous disposons, l 'erreur 
for tui te  e/ que nous proposons de considerer sur 
l 'ensemble est 

1 
s~ = ] / ( n / m ) . S / .  (21) 

L 'er reur  syst@matique es n 'es t  pas modifi@e par  le 
surplus d ' informations.  L 'er reur  moyenne globale est 
alors 

t 
So = e l+e~ .  (22) 

Le nombre  n d 'observat ions  @tant grand,  seules 
subsistent  p ra t iquement  les erreurs syst@matiques 
puisque les erreurs fortui tes sont £ peu pr@s elimin@es. 
C'est & dire que leur effect sur le r@sultat de la s t ructure  
est n@gligeable. Nous re t rouvons ici la m@me conclu- 
sion verifi@e empir iquement  par  Rober tson & White  
(1947). Au t rement  dit, dans les conditions donn@es 
(n >> m) la limite de la pr@cision de la s t ructure  est 
impos@e par  les erreurs syst@matiques. 

Nous pouvons estimer celles ci en @tudiant la varia- 
tion du coefficient b de la droite de r@gression de l'ob- 
servation par  rappor t  au calcul pour chaque domaine 
de l 'espace r@ciproque. En part iculier  pour des do- 
maines eorrespondants  £ une mSme valeur moyenne 

du vecteur  de diffusion. Cette m@thode n 'es t  au fond 
que celle utilis@e pour la correction des erreurs syst@- 
mat iques  propos@e par  R imsky  (1957), que nous 
r@sumons ci dessous. 

Consid@rons une s t ructure  au s tade de d@termina- 
tion dans lequel nous sommes assur@s du signe ou de 
la phase de la p lupar t  des facteurs de s t ructure  im- 
por tants .  La valeur  du coefficient de corr@lation 
correspondante est d 'environ de 0,8-0,9. Pour  @valuer 
les erreurs syst6matiques on calcule le coefficient b 
de la droite de r@gression pour des domaines de l 'espace 
r@ciproque comprenant  un nombre suffisant de fac- 
teurs de s t ructure  pour que le t ra i t ement  s ta t is t ique 
soit valable, soit au minimum 10 nceuds. On a t t r ibue  
au centre de gravit@ de chacun de ces domaines un 
poid @gal £ la valeur de b correspondante.  Les varia- 
tions de b seront figur@es par  des courbes d'isovaleur.  
L 'exploi ta t ion de cette carte permet  de d@terminer la 
f luctuat ion de b au tour  de sa valeur  moyenne pour 
chaque valeur du vecteur  de diffusion. La f luctuat ion 
relative moyenne de b @tendue £ tout  l 'espace r@ci- 
proque donne l 'ordre de grandeur  de l 'erreur relat ive 
syst@matique. 

Nous consid@rons la var iance de b: 

a2(b ) = 1 (Xb2 r/~2) (23) 

avec 

On peut  alors @crire 

(24) ~ : s  ~ 

@tant le nombre de domaines explor@s de l 'espace 
r@ciproque. 

Cette carte d ' isovaleur de b est ind@pendante des 
erreurs sur les coordonn@es atomiques  attribu@es au 
calcul. En  effet, la valeur  moyenne du module du 
facteur  de s t ructure  pris dans un domaine restreint  
de l 'espace r6ciproque ne d@pend que du contenu du 
cristal comme l 'a montr@ Wilson (1942). 

F ~ 

1 

r 

O r d r e  de I'essais 

Fig. 1. Illustration de la limite d'affinement. 

Zone 
interdite 

t Zone d'affinement 
valable 
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Dans quatre  cas analys6s par cette m6thode, le 
rappor t  de la valeur moyenne minimum de b & sa 
valeur max imum a 6t6 de 2. Ce qui montre  que la 
valeur quadra t ique  moyenne de l 'erreur relat ive 
syst6matique est de l 'ordre de 20%. 

On peut  il lustrer le sens de la l imite du processus 
d 'a f f inement  en po r t an t  en abscisses les ordres suc- 
cessifs des essais au cours de ce processus que nous 
consid@rons convergent,  et en ordonn@es, la valeur du 
carr6 du coefficient de corr@lation lin@aire r (Fig. 1). 
Le coefficient r 2 tend  vers 1 quand l 'ordre de l'essai 
croit, c'est £ dire que l 'accord entre le calcul et l'ob- 
servat ion tend  £ devenir  parfait .  Mais pour routes 
valeurs de r 2 superieures & (1-e~ 2) la pr6cision physique 
de la s t ructure  reste inchang6e. Nous sommes limit@s 
par  la valeur de l 'erreur systdmatique sur l 'observa- 
t ion si le nombre d 'observat ions  est grand, et par 
l 'erreur tota le  (syst@matique et fortuite) s i c e  nombre 
n 'est  pas tr&s grand par  rappor t  ~ m. 

Toute interpr@tation de la s t ructure faite au del& de 
cette limite n ' a  aucune signification physique. Cette 
in terpr6ta t ion ne pourra que d@crire des modifications 
de la densit6 61ectronique qui ne sont dues qu 'aux  
erreurs de mesure. 

Remarque I I . - - L e  d@veloppement ci-dessus donne 
des arguments  impor tan ts  pour l ' adopt ion  du co- 
efficient de corr@lation lin@aire de Brava is -Pearson  r 
pour l'@valuation de la pr6cision d 'une s t ructure  en 
remplacement  du facteur de ' rel iabil i ty '  R utilis6 par  
la p lupar t  des cristallographes (R = ZIFo-F~I +Z]Fol). 

En effet, seul le coefficient r de Bravais -Pearson  a 
un sens s ta t is t ique et sa grandeur,  comme nous 
l 'avons montr@, est li6e s implement £ l 'erreur du 
mod61e propos6 d 'une structure. 

Nous pr@conisons l 'usage du coefficient de correla- 
t ion lin@aire r comme indice de la pr6cision d 'une 
structure.  

Nous tenons & remercier tour  part icul i6rement  
Monsieur le Professeur J. Wyar t ,  ainsi que Messieurs 
H. Curien, R. Kern et G. von Eller pour l ' int6ret  
qu'ils ont  apport6 & notre t ravai l  et par leurs cri- 
tiques. 

S. C. E. a eu une bourse d'@tude de I 'UNESCO 
pendant  la r6alisation de ee travail .  

Remarque I . - - 0 b s e r v o n s  que l 'erreur ult ime eu peut  
s'@crire : 

S2 1 2 2 = ~X;(F,o-Fjc )/XiFjc (14') 

et qu'il a une forme semblable au coefficient Re d6fini 
par  Booth (1945): 

R 2 = Zj(Fjo-F/c)9/Z/F~o 

mais la relat ion (14) ou (14') a une signification phy- 
sique parce qu'elle est li6e k l 'erreur experimentale so. 
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The Crystal Structure of Acetic Acid* 

BY ROBERT E. JONES AND DAVID H. TEMPLETON 
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Acetic acid crystals are orthorhombie, space group Pna21, with a ---- 13-324-0.02, b = 4-08~0-01, 
C = 5'774-0'01 /~ from single-crystal X-ray diffraction. The structure is similar to that  of formic 
acid with molecules linked into infinite chains by hydrogen bonds. The bond distances are C-C = 
1"54 l ,  C=O = 1.24 /~, C-O = 1"29 .~, and O-It  • • • O = 2.61 l ,  each ±0.02 ~, by least-squares 
refinement. The four heavy atoms of each molecule lie in a plane. The adhesion between chains is 
due to van der Waals forces. 

Introduction 

The structure of acetic acid (CH3C00H) has been 
invest igated in the gas by electron diffraction by 

* This research was pe r fo rmed  unde r  the auspices of the  
U.S. Atomic Energy Commission. 

Karle & Brockway (1944) and in solution by infra-red 
spectroscopy by Davies & Suther land (1938). The 
present work was under taken  to give fur ther  informa- 
t ion on the structure of the molecule and on the forces 
between molecules in the solid state. 

The normal  f a t ty  acids are thought  to form dimers 


